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附录：定理的证明

在开始定理的证明之前，需要引入一些数学符号。对任意区间 上的实值函数 h，定义
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。为便于说明，将原文中的式(5)表示成矩阵形式，
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引理：在假设条件
①A1下，存在参数向量 0γ 和某个常数 C，使得
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其中 ( )l B 表示 ( )B 的第 l行元素， 1, ,l p  。

证明：参见 Schumaker(1981)。

定理 1 的证明：要证明定理 1的结论成立，只要证明存在任意小正数 0ò ，使得对任

意 ( )n C  有，
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注意到，
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 x π 。由Wang和 Sun(2020)知，
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由于 T T T
0 0( )i i i i i iy e u   z θ π γ  ，记 T T

0( )i i i iR u z θ π γ ，则式(A6)可表示为
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具体的假设条件请参见原文，下同。
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其中 F ( )i  表示误差项 ie 的累积分布函数。由上文引理、假设条件 A3、A4及 Cauchy-Schwarzt

不等式，存在某个常数 1 0c  使得
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结合 2 2(sup ) ( )rp i p
i

O R O h‖ ‖ 及式(A7)可知， 0( ) ( )rn pg O h‖ ‖ 。令 0    ，对于任意

( )n C  ，类似于式(A7)有，
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假设条件 A3和 A7表明，存在某个常数 2 0c  使得，
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由假设条件 A2易知
1 T (1)pn O e e ，假设条件 A3易知
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另一方面，取 2/ || ||a δ δ , 2|| || 表示欧几里得模。则
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记 T T T
1( , , )nv vV  。由于V 为WY 的工具变量，本文中取 ( , )V W X Z ，利用工具变量
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式(A13)说明  
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结合式(A11)和(A14)说明，可以选择 1 2/C C C 使得式(A4)的结论成立。
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注意到，
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令 0n n δ   ， T T
0( )i i i iR u z θ π γ ，由Wang和 Sun(2020)中的式(6.1)知，
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将式(A17)代入式(A16)中，

T 1 T T 1 1 T
0

1 1

T 1 1 T T 1 1 T 2
0 0

1 1

( ) ( (0) ) ( (0) )

2 ( (0) ) 2 ( (0) ) ( )

n n

n nn n i i i n i i i
i i

n n
r

nn i i i n i i i i p
i i

Q Q n f n f

g n f g n f R O h 

  

 

   

 

 

 

 

 

δ μ C μ δ

C δ C

  

 
(A18)



《统计研究》 丁飞鹏：空间自回归部分线性变系数分位数回归模型的广义矩估计及应用 2025 年 4月

对于 0g 可知， 0( ) 0E g  ， 2 T
0

1
( ) (1 )

n

i i n
i

Var g n  



     μ μ C ，由此可知， 0|| ||g 

1/2( )pO n 。结合假设条件 A3和 A4可得， T 1 T 1/2
0

1
| ( (0) ) | ( )

n
r

i i i i p
i

g n f R O n h 



  。则式(A18)

可表示为

T 1 T T 1 1 T
0

1 1

T 1 1 T 1/2 2
0

1

( ) ( (0) ) ( (0) )

2 ( (0) ) ( ) ( )

n n

n nn n i i i n i i i
i i

n
r r

nn i i i p p
i

Q Q n f n f

g n f O n h O h

  

 

  



  

 

 



δ μ C μ δ

C μ δ

  


(A19)

最小化式(A19)，立即可得
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式(A20)表明，
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附表 1 和 2 估计方法在 Rook 矩阵下有限样本的表现

附表 3 异方差下三种估计方法的模拟比较结果

附表 1 Rook矩阵下参数估计量的表现

50n  100n  200n 

0 值  值 参数 MAD SE MAD SE MAD SE

0 0.3 

0.25 

 0.0255 0.0328 0.0150 0.0188 0.0104 0.0131

1 0.0242 0.0307 0.0164 0.0205 0.0117 0.0146

2 0.0663 0.0853 0.0473 0.0592 0.0247 0.0312

0.5 

 0.0235 0.0298 0.0128 0.0163 0.0095 0.0122

1 0.0228 0.0288 0.0154 0.0190 0.0106 0.0133

2 0.0626 0.0626 0.0408 0.0513 0.0234 0.0289

0.75 

 0.0271 0.0331 0.0157 0.0194 0.0110 0.0139

1 0.0255 0.0316 0.0165 0.0211 0.0120 0.0150

2 0.0618 0.0792 0.0475 0.0586 0.0241 0.0304

0 0.8 

0.25 

 0.0065 0.0080 0.0061 0.0078 0.0039 0.0049

1 0.0185 0.0236 0.0172 0.0214 0.0122 0.0154

2 0.0484 0.0605 0.0438 0.0542 0.0250 0.0310

0.5 

 0.0057 0.0072 0.0060 0.0075 0.0034 0.0043

1 0.0161 0.0204 0.0149 0.0189 0.0103 0.0128

2 0.0438 0.0554 0.0369 0.0464 0.0232 0.0287

0.75 

 0.0068 0.0087 0.0053 0.0066 0.0041 0.0051

1 0.0187 0.0238 0.0137 0.0178 0.0115 0.0143

2 0.0525 0.0654 0.0365 0.0465 0.0244 0.0304

附表 2 Rook矩阵下系数函数估计量的表现

50n  100n  200n 

0 值  值 RMSE1 RMSE2 RMSE1 RMSE2 RMSE1 RMSE2

0 0.3 

0.25  0.2867 0.1686 0.1040 0.1073 0.0689 0.0739

0.5  0.2400 0.1456 0.0923 0.0979 0.0621 0.0665

0.75  0.2813 0.1670 0.1025 0.1089 0.0685 0.0755

0 0.8 

0.25  0.1819 0.1461 0.1006 0.1078 0.0703 0.0703

0.5  0.1464 0.1202 0.0901 0.0986 0.0632 0.0635

0.75  0.1711 0.1420 0.1029 0.1083 0.0705 0.0701
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附表 3 异方差下三种方法的模拟比较

� 参数/函数 指标
本文估计方法 IVQR 法 BQR 法

�
= 0.25 � = 0.5 �

= 0.75
�
= 0.25 � = 0.5 �

= 0.75
�
= 0.25 � = 0.5 �

= 0.75

100

 RMSE 0.0820 0.0830 0.1048 0.1289 0.1197 0.1289 0.0657 0.0721 0.0660

� RMSE 0.1140 0.1036 0.1291 0.1326 0.1155 0.1325 0.1150 0.1104 0.1183

�1( ∙ ) MADE1 0.1396 0.0878 0.1863 0.2317 0.1989 0.2405 0.1969 0.1700 0.2153

�2( ∙ ) MADE2 0.1266 0.1129 0.1433 0.2004 0.1775 0.2030 0.1727 0.1638 0.1970

200

 RMSE 0.0588 0.0661 0.0750 0.0801 0.0740 0.0907 0.0442 0.0484 0.0438

� RMSE 0.0902 0.0626 0.0736 0.0819 0.0736 0.0839 0.0795 0.0703 0.0786

�1( ∙ ) MADE1 0.0912 0.0582 0.1013 0.1406 0.1139 0.1403 0.1338 0.1034 0.1400

�2( ∙ ) MADE2 0.0864 0.0721 0.0961 0.1256 0.1117 0.1235 0.1225 0.1114 0.1206

500

 RMSE 0.0430 0.0510 0.0458 0.0440 0.0429 0.0517 0.0257 0.0277 0.0269

� RMSE 0.0461 0.0388 0.0422 0.0476 0.0420 0.0484 0.0465 0.0418 0.0469

�1( ∙ ) MADE1 0.0684 0.0284 0.0677 0.0757 0.0582 0.0766 0.0740 0.0545 0.0761

�2( ∙ ) MADE2 0.0625 0.0504 0.0574 0.0706 0.0628 0.0715 0.0682 0.0619 0.0678

800

 RMSE 0.0368 0.0391 0.0365 0.0326 0.0340 0.0380 0.0192 0.0213 0.0211

� RMSE 0.0351 0.0316 0.0368 0.0358 0.0317 0.0346 0.0352 0.0311 0.0343

�1( ∙ ) MADE1 0.0502 0.0254 0.0444 0.0582 0.0402 0.0585 0.0554 0.0369 0.0575

�2( ∙ ) MADE2 0.0489 0.0457 0.0466 0.0521 0.0483 0.0526 0.0499 0.0467 0.0504
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附图 1 和附图 2
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附图 1 分位数为 0.5下各系数函数估计图
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附图 2 分位数为 0.75下各系数函数估计图
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