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附录 1 定理 1~3 的证明

定理 1：设 { }1 2,i iy y=y �
是对应参数 ( , )sd = b 的所有估计方程的集合。根据估计方

程理论，在 0H 假设下，定义
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其中， 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , ,..., )nc c c=c �，
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( , , )nV V V=V  �， 1 2 ), , , nX x x x �= ( 是几何回归模型的协变量

矩阵。

证明：首先，根据文中的方程组(12)， 1 ( )i i ir c sy = - - ， ( )2 1i i i i iyy q q= + - x�，计

算各矩阵，可得：
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其中， [ ](1 )(1 )i i i iV y= + -q q 。

其次，将极大似然估计 b̂ 代入上式，得到
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是两个向量的逐点乘积。而其矩阵的逆 1-A 的估计为 1ˆ -A ，即
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最后，令 ( )ˆdiag( )=D X V X� ，则可以得到：
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其中，第(1,1)项 ( ) [ ] [ ]
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定理 2：在零假设下，基于定理 1 构造的新检验统计量渐近服从标准正态分布，即

(0,1)NewS N®
证明：利用参数估计值 ˆˆ,s b 代替 ,s b 得到方差估计值，由此得到新的检验统计量形式

如下：
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由定理 1 和 Slutskey 定理可得定理 2 成立。

定理 3：当几何回归模型(1)中不涉及协变量，且均值为常数时， îc 是常数，新检验统计

量 NewS 等价于得分检验统计量 ScoreS 。

证明：当没有协变量时， îc 是一个常数，当 ˆ ˆ , 1,2,...,ic i n==c 时，新检验统计量可以

写成
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对于检验 0=f 的 Score 统计量，当 ˆ ˆ , 1,2,...,ic i n==c 时，统计量可变形为
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该证明过程与文献(Zou 等, 2021)类似，上式与式(A.2)完全相同，即定理证毕。

附录 2 模拟实验附图

在第三章模拟实验中，零假设为真的情况下，即数据服从几何分布时，评价不同检验方

法错误地拒绝零假设的概率，即考虑不同情形下不同方法对第一类错误控制水平，本文在几

何回归模型下做出 3 种场景（均值是不依赖协变量的常数，均值服从正态分布的协变量，均

值服从均匀分布的协变量）的 QQ 图如附图 1~3 所示。此外，当数据服从零膨胀几何分布时，

考虑不同检验方法有效识别零膨胀特征的功效，即正确拒绝零假设的概率。在零膨胀几何回

归模型下同样也做出 3 种场景的功效变化图如附图 4~8 所示。

附图 1 几何回归模型下不同样本量时无协变量的 QQ 图
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附图 2 几何回归模型下不同样本量时协变量服从正态分布的 QQ 图
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附图 3 几何回归模型下不同样本量时协变量服从均匀分布的 QQ 图
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附图 4 无协变量时 ZIGR 模型零膨胀检验功效
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附图 5 均值的协变量服从正态分布，零膨胀参数f无协变量时 ZIGR 模型零膨胀检验功效
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附图 6 均值的协变量服从正态分布，零膨胀参数f依赖协变量时 ZIGR 模型零膨胀检验功效
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附图 7 均值的协变量服从均匀分布，零膨胀参数f无协变量时 ZIGR 模型零膨胀检验功效



《统计研究》 张丽平 田茂再：几何回归模型中的零膨胀检验及应用（附件） 2025 年 8 月

10

附图 8 均值的协变量服从均匀分布，零膨胀参数f依赖协变量时 ZIGR 模型零膨胀检验功效
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