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附表 1

附表 1 算法一 次梯度法求解带非负约束的数值算法

算法一伪代码：

1.输入: 观测数据矩阵 X ，Y ；正则化参数 l 。

2.输出：系数矩阵 A ；非负矩阵 B 。

3.初始化: B 为非负矩阵，根据 SVD 对 A 进行初始化。

4.迭代过程（直到式（1）收敛）：

（a）固定 B ，使用 SVD 求解 A，如式（2）所示。

（b）当 B 未收敛时：

（i）对每个 i ，根据式（5）更新 iB 。

（ii）检查 B 是否已收敛。

（c）检查目标函数是否已收敛。

附表 2

附表 2 算法二 非负约束的稳健降秩回归算法

算法二伪代码：

输入：矩阵 X ,Y ，初始矩阵 ( )0C 和 ( )0B （确保 ( )0 0B ≥ ），阈值函数Q，计数器 0t = ，

重复，

（a）   1t t¬ + 。

（b） ( 1) ( )( ; )t t l+ ¬Q -C Y XB


（c）根据估计结果式（12）， ( )( 1) ( 1), ,t t r+ +¬ -Β R X Y C 。

直到收敛。
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附表 3

附表 3 算法三 ADMM 算法

算法三伪代码：

(1)初始化参数: 主变量 A ，D ，Z 和�初始化为零矩阵， 0A≥ ；对偶变量 DB ，

ZB 和 WB 初始化为零矩阵；常数 0r > 和 0>ò 。

(2) 迭代直至满足停止准则

21

2
21

2

t t
j j

t
j

e
-

-

-a a

a
≤ ，对于所有的 1,j q= ¼ ， t

ja 是系数矩阵 A 的

第 j 列在第 t 次迭代后的值。

（a）更新： A ， Z ，W ， D ；

（�）更新 A 并确保其非负：

( ) ( ){ }1T Tmax 0,
-

= +A X X X Ω B   ，

（��） ( ),S lg r= - ZZ A B 。其中， S 表示软阈值操作符，对矩阵逐元素应

用。

( ) ( ) ( ), sign max ,0ij ij ijS b b= -A A A 。

（���） ( ) Tmax ,0j j j
j

w l r= -åW a b ，其中 T
j j j

j

wå a b 是 - WA B 的奇异值分解。

（��） = - DC XA B 。令，

( )

( )

, 1
1

, ,

ij ij
ij ij

ij

ij ij ij

n
n C n

n

S C n

r
r r t

r

t r

+ì
- +ï += í

ï - -î

Y C
Y

D
Y Y 其它

≤

（b）更新 DB ， ZB ， WB ：

（�） = + -D DB B D XA ；

（��） = + -Z ZB B Z A；

（���） = + -W WB B W A 。
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附录 1：
定义 1 与定义 2 的详细说明

定义 1 (阈值函数)阈值函数 ( );t lQ 是一个实值函数，定义在 t-¥ < < ¥和 0 l < ¥≤ 范

围内，使得：

(1) ( ) ( ); ;t tl lQ - = -Q ；

(2)对于 t t¢≤ ，有 ( ; ) ( ; )t tl l¢Q Q≤ ；

(3) lim ( ; )
t

t l
®¥

Q = ¥ ；

(4)对于 0 t ¥<≤ ，有 ( )0 ;t tlQ≤ ≤ 。

定义 2 (多元阈值函数)给定阈值函数 Q和任意向量 mÎd 。多元阈值函数 ( ; )lQ d


定义为：当 ¹d 0 时， ( )2 2
( ; ) ;l lQ = Qd d d d


；当 =d 0 时， ( ; )lQ =d 0


。对于任意矩阵：

T( ) n m
n

´= ¼ Î1D d d ，定义 { }T
( ; ) ( ; ) ( ; )nl l lQ = Q ¼Q1D d d
  

。
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附录 2：
定理一的证明推导说明

首先介绍证明中出现的一些主要符号。

我们通过求解式（13）研究令 ( )1 2, , , q= ¼A a a a 的估计值 ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , q= ¼A a a a 的理论性质。

其中， ˆ,i ia a 为列向量， 1,2, ,i q= ¼ ， ˆ,p q p q´ ´
+ +Î ÎA A 。令 { }T

, :p q
p q q

´= Î =U U U IV 表

示 p q´ 正 交 矩 阵 的 Stiefel 流 形 。 在 整 个 理 论 分 析 中 , 假 设 Â 可 以 分 解 为

( ) ( )
T T

1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
r

k k k
k

l
=

= L =åA U V u v ，其中 ,
ˆ

p rÎU V ， ,
ˆ

q rÎV V ，
0

ˆmax k uk
s£u ，以及

0
ˆmax k vk

sv ≤ ，

,v vs s n ，r n ，并且 u vrs s n ， us 是行稀疏， vs 是列稀疏。因此 Â 是稀疏且低秩的。令

( )ˆsupp= AS 为 Â 的支持集,其基数为 | | s=S ，即 S包含 Â 中非零元素的索引。同时， u vs rs s≤ 。

对于任意向量 T
1( , , ) p

pu u= ¼ Îu 且 1q≥ ，定义

1

1

qp

j

q

q
j=

æ ö
= ç ÷
è ø
å uu 为 q 范数。

( )
1

0
1 0

p

j
j

u
=

= ¹åu 表示 u 中非零元素的个数,
1
max jj p¥

=u u
≤ ≤

。对于任意两个向量 , pÎu v 的

内积记为 T, =u v u v 。设 M 为 m n´ 实矩阵， q 阶范数 max
n

q

q
q

Î
=

u

Mu
M

u
，核范数

{ }min ,

* 1

m n

kk
l

=
=åM ，Frobenius 范数 2

1 1

m n

ijF
i j= =

= ååM M ，将矩阵 M 的列逐一堆叠，即可得

到向量化形式 ( )vec M 。

回顾优化问题的形式：

( ){ }* 1,10
min ( )
A t l g+ +A A AL
≥

其中， ( )T
.

1 1

1
( )

qn

ik i k
i k

Y
nt t ×

= =

= -ååA X AL ，以方便在证明中使用。令 p q´ÎA 是一个秩为 �的

非负矩阵，具有奇异值分解 TUΛV ，其中 , ,p r q r r r´ ´ ´Î Î ÎU V Λ 。核范数的次微分由下

式给出：

{ }T
2*

T : , , , 1p q´¶ = + Î = =A UV W W U W 0 WV 0 W ≤

设 ( ){ }( ) : rankp qr r´= ÎA AF ≤ 是一个代数多样体，其包含了所有秩至多为 r 的矩阵。与

( )rF 相关的切空间在 A 处可以表示为：
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{ }T T
1 2 1( ) : ,q r p rT ´ ´= + Î Î2A UW W V W W

其中， ( )T A 可以解释为 p q´ 中的一个子空间。令 ( )T AP 表示到 ( )T A 的投影算子。则以下关

系成立：

*
Î¶N A ，当且仅当， ( ) ( ) T

T =A N UVP 且 ( ) 2
1T ^A NP ≤ 。

此外,定义了一些将在证明中使用的量。

对于任何凸损失函数 ( )t ×L ， Â 和 A 之间的非对称 Bregman 散度为：

( ) ( )ˆ ˆ ˆ, ( ) ( ), 0D At t t= - - Ñ -A A A A A AL L L L ≥

定义对称 Bregman 散度为：

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) , ( , ) ( ) ( ), 0SD D D t t= + = Ñ -Ñ -A A A A A A A Α A AL L L L L ≥

该证明涉及对称 Bregman 散度的上界和下界。为此，我们陈述了一些将在证明中使用的条

件与技术性引理。

定义 4 （矩阵的受限特征值）设 1x > 。给定矩阵 S ，其最小与最大 ( ),mx -受限特征

值分别定义为

( )
( )T

2 1,11,1
1,2

,, , inf : , , , c
p q

JJ

tr
m S J J mr x x´

-

ì üï ï= Î ¹ Íí ý
ï ïî þ

U

U SU
S U U 0 U U

U
≤ ≤

( )
( )T

2 1,11,1
1,2

,, , sup : , , , c
p q

JJ

tr
m S J J mr x x´

+

ì üï ï= Î ¹ Íí ý
ï ïî þ

U

U SU
S U U 0 U U

U
≤ ≤

其中，
2 2

,2,2 , i ji j
=åU U 表示 Frobenius 范数平方， JU 是U 在列指标集 J 上的子矩阵。

条件 3 存在常数 lower upper0 K K< < ¥≤ ，使得 S 的受限特征值满足

( ) ( )lower upper, , , ,K m m Kr x r x- +S S≤ ≤ ≤
引理 1 设矩阵 * ( , , )m x hÎA C ，其中

{ }* *
1,1 1,11,1

( , , ) ( , ) : , ,| | , ,c
p q p qm J J mx h x h´ ´= Î ´ ¹ Í -A U U 0 U U A ASSC S ≤ ≤ ≤

取 ( ){ }1 1
max 8 ,C mv

d
dt h +

×≥ ， ( )2 logC m pqn ¢> ， , 0C C¢ > 为充分大的常数。条件 1 与条件 3

成立的前提下，存在常数 lowerK 与 upperK ，使得矩阵 ( )*
tH A 的局部受限特征值满足

( )( ) ( )( ) p
* *lower

up er0 , , , ,
2

K K K
K

t tx h x h- + < ¥< H A H A ≤≤ ≤

且以至少 ( ) 11 pq
-- 的概率成立。

引理 2 (梯度无穷范数边界) 假设协变量标准化，使得
,

max 1iji j
=X ，且 ikE 满足

( )1

ikv E
d

d

+

= < ¥E 。令 ( )1 2, , , q= ¼A a a a ， ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , q= ¼A a a a 为估计值， ˆ,i ia a 为列向量，

1,2, ,i q= ¼ 。选择 ( ){ }
{ }min 1 2,1 (1 )

1 logC nv pq
d

dt
+

≥ ，则有
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( )
{ }min 1 2, (1 )

1 min 1 ,2
2,

log( )
( )

pq
C v

n

d d
d

t d

+
+

¥ ¥
Ñ æ ö

ç ÷
è ø

AL ≤

的概率为 11 ( )pq -- , 其中 1C 和 2C 是常数。

引理 3 ( 1,1 -锥约束性质) 假设 ( )
, 2t

l
¥ ¥

Ñ AL ≤ ， 3 2g > 。设 Â 是式(12)的一个解，

( )1 2, , , q= ¼A a a a ，其估计 ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , q= ¼A a a a ， ˆ,p q p q´ ´

+ +Î ÎA A 那么有 Â 落在以下 1,1 -锥

中，

( ) ( )
1,1 1,1

2 3ˆ ˆ
2 3c

g
g
+

- -
-

A A A A
S S

≤

引理 3 的证明

( ), , , 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ,sD t l lg= - + - - -Ñ + + ÕA A A A A N A A Γ A A A A 
L L ≤

接下来分解并计算各组成部分的上界。

令： 1
ˆ( ),t= Ñ -I A A AL ， 2

ˆ,l= -I N A A ， 3
ˆ,lg= -I Γ A A ， 4

ˆ,= Õ -I A A 。

记 ˆD = -A A，则

1 ( ),t= Ñ DI AL ， 2 ,l= DI N ， 3 ,lg= DI Γ ， 4 ,D= ÕI

记， ( )suppS = A ， 0 1,1
: Ss = D ， 1 1,1

: CS
s D= ，则

( )1 0 11,, 1 1,1
( ), ( )

2 2
s st t

l l
¥ ¥

=D= Ñ D - Ñ - -D +I A AL L≥ ≥

( )1,2 01,1
, s sl l l

¥ ¥
= DD - - +I N N ≥ ≥

其中，取 T=N UV ，令 0=W ，在分解 T= +N UV W 中，则
,

1
¥ ¥

N ≤

3

1,1 1,1

0 1

,

, ,C C

CS

S S S

S

S

s s

lg

lg lg

lg lg

lg lg

= D

D + D

- +

= - +

D D

I Γ

Γ Γ



 ≥

≥

其中，
,

1S ¥ ¥
Γ ≤

4 , 0= Õ DI ≥

将上述结果代入下式

( ), , , 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ,sD t l lg= - + - - -Ñ + + ÕA A A A A N A A Γ A A A A 
L L ≤

得到

( ) ( )0 1 0 1 0 1 0
2

s s s s s s
l

l lg lg- + - + - + ≤



《统计研究》 张来江等：多元非负稀疏降秩回归及其在指数追踪中的应用(附件) 2025 年 8 月

1 0

1

0

3 3
2 2
2 3
2 3

s s

s
s

g g

g
g

æ ö æ ö- +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

+
=

-

≤

即 ( ) ( )
1,1 1,1

2 3ˆ ˆ
2 3c

g
g
+

- -
-

A A A A
S S

≤ 。

引理 4 (限制强凸性) 对于矩阵 *( , ) ( , , )m x hÎA U C ， ( )1 2, , , q= ¼A a a a ， ˆ,i ia a 为列向量，

( )* * * *
1 2, , , q= ¼A a a a ，

{ }* *
1,1 1,11,1

( , , ) ( , ) : , ,| | , ,c
p q p qm J J mx h x h´ ´= Î ´ ¹ Í -A U U 0 U U A ASSC S ≤ ≤ ≤

在和引理 1 相同的条件下有：

( ) 2* *lower,
2

s

F

K
-A A A ALD ≥ 的概率至少为 11 ( )pq -- 。

引理 1，引理 2 与引理 4 的证明详见 Tan 等（2023）的引理 1，引理 2 与引理 5。

证明定理 1：
首先，定义一阶优化条件

存在
*

ˆ Î¶N A ，
1,1

ˆ Î¶Γ A ， p q´
+ÕÎ ，对 Â 有

( ) ( )ˆ
t l gÑ + + -Õ =A N Γ 0 L

ˆÕ =A 0 ，Õ 0≥
其中，Õ 为非负拉格朗日乘子。互补条件 ˆÕ =A 0 ，确保 ˆ 0ij =A 时 0ijÕ ≥ ，而 ˆ 0ij >A

时 0ijÕ = 。

定义对称 Bregman 散度：

( ) ( ),ˆ ˆ,sD tl lg Õ= - - -Ñ -+A A N Γ A A A 
L L

进一步

( ) ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ), ,, ,sD t l lg= - + - + - + Õ -ÑA A A A A N A A Γ A A A A 
L L

接下来分解并计算各组成部分的上界。

令： 1
ˆ( ),t= Ñ -I A A AL ， 2

ˆ,l= -I N A A ， 3
ˆ,lg= -I Γ A A ， 4

ˆ,= Õ -I A A 。

根据 Holder 不等式，

对 1I 的上界估计：

( )

( ) ( )

( )

, 1,1

1,1

1,1 1,1

1,1

1
ˆ

ˆ

ˆ ˆ

2 ˆ
2 3

2

2 c

t

l

lg

l

g

¥ ¥
-

-

æ ö- + -ç ÷
è ø

Ñ

-
-

I A A A

A A

A A A A

A A

S S

S

L≤

≤

≤

≤

对 2I 的上界估计：
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( )

1
2

1,1

, ,1

1,1

ˆ

ˆ

4 ˆ
2 3

l

l

lg
g

¥ ¥
-

-

-
-

I N A A

A A

A A



S

≤

≤

≤

其中，
,

1
¥ ¥

N ≤

对 3I 的上界估计：

( )

1
3

2

1,1

, ,1

1,1

ˆ

ˆ

4 ˆ
2 3

lg

g

lg

lg

¥ ¥
-

-

-
-

I Γ A A

A A

A A



S

≤

≤

≤

其中，
,

1
¥ ¥

Γ ≤

对 4I 的上界估计：

( ) ( )

4

, 1,1

2

1,1

ˆ,

ˆ

4 8 ˆ
2 3 S

l g g

g

¥ ¥

=

Õ -

+

Õ

-

-

-

I A A

A A

A A

≤

≤

其中， ( ),
2l g

¥ ¥
Õ +≤

接着将 1I 、 2I 、 3I 和 4I 的上界代入到 ( )ˆ ,sD A AL 的计算中，得到：

( ) ( )

( )

2

1,1

2

8 14ˆ ˆ
2 3

8 14
s

2 3

,

ˆ

s

S F

D
g g l
g

g g l
g

-
+
-

+
-

-

A A A A

A A

L S
≤

≤

其中， u vs rs s£ 是 A 的稀疏性参数， ( ) ( )
1,1

ˆ ˆ
FS

s- -A A A A
S

≤ ， ( )supps = A 。

接下来, 利用引理 4 来获得对称 Bregman 散度的下界。引理 4 要求向量 *A 在 ( , , )m x hC

中。因此构造向量 ( )ˆ ˆ
h z+= -A A A A ，对于 0h > ，有

1,1

ˆ ˆ
h h-A A ≤ 。如果 ˆ h-A A ≤ ，则

设 1z = ，则 ˆ ˆ
h =A A 。否则取 (0,1)z Î ，使得

1,1

ˆ ˆ
h h-A A ≤ 。因此，根据引理 3 可以证明 ˆ

hA

落在一个 1 锥中，因此 ˆ ( , , )mh x hÎA C ，并且有

( ) ( )
1,1 1,1

2 3ˆ ˆ
2 3ch h
g
g

- -
+
-

A A A A
S S

≤ 和
1,1

ˆ
h h-A A ≤ (17)

再通过引理 4 有：
2

lowerˆ ˆ( )
2

,s

F
D

K
h h -A A A AL ≥ (18)

根据 Sun 等（2020）的引理 A.1 有：

( ) ( )ˆ, ,ˆs sD Dh zA A A AL L≤ (19)
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结合上述(18)式和(19)式, 得到：

( )
22

1
lower

1,1

16 28ˆ ˆ
2 3F

Kh
g gz l
g

-

-
-

+
-A A A A

S
≤

由于 ( ) ( )
1,1

ˆ ˆ
FS

s- -A A A A
S

≤ ，因此

22
1

lower

16 28ˆ ˆ
2 3F F

K sh
g gz l
g

- +
-

- -A A A A≤

由于 ( )1ˆ ˆ
hz -=- -A A A A ，则

2
1

lower

16 28ˆ
2 3F

K sh
g g l
g

- +
-

-
A A ≤

根据式(17)，当 ( )2 logn Cs pq> 时，C 是某个足够大的常数。则有，

( )

( )
1,1

2
1

1,1

lower

ˆ

3

4
2 3

ˆ

4 ˆ
2 3

4 16 28
2 2 3

F

s

K s

h h

h
g
g

g g g l
g g

h

g
g

-

- -
-

-
-

+
- -

<

A A A A

A A

S

S

≤

≤

≤

由于，
1,1

ˆ
h h- <A A ，则 ˆ ˆ

h =A A ，因此

2
1

lower

16 28ˆ
2 3F

K s
g g l
g

--
+
-

A A ≤

由于 ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , q= ¼A a a a ， ( )1 2, , , q= ¼A a a a ， ˆ,i ia a 为列向量， 1,2, ,i q= ¼ 。则对于每个向量 ˆia
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综上，定理 1 得证。
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附图 1

附图 1  1r = 和  2r = 时的最小交叉验证误差轨迹图


