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附录 1

定理 1 证明：
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定理 2 证明：

因为 [0,1]AT Î ，所以规范性是显然的。可加性的证明，设 ,A B Ì W且 A 与 B 互不相容，

则
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分量指数的性质讨论如下：

定理 3 证明：

定理的条件中已固定的后富广度，即 ( ) ( )j jg x g y= ，应用正文中的式（3），可以得到，

xj yjm m<E E 。定理 3 说明， jmE 是后富个体第 j 个分量深度的增函数。

定理 4 证明：
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定理 3 和定理 4 的结论说明，随着后富状况的改善，后富个体的后富指标值与阈值的

偏差减少，因而后富指数减小，反之，后富指数值增大。第 j 个分量指数值在区间

[0, ( )]jg x 上变化。

等价值动态多维共同富裕指数公理适应性证明：

后富公理和共同富裕公理是两个相互联系且具有内在逻辑一致性的概念。后富公理和

共同富裕公理在目标上是互补的。后富指数 0T 与共同富裕指数 1T 之间的关系可表达为

1 01T T= - ，即一个指数的增加会导致另一个指数的减少。在后富指数的公理证明中，有一

系列的不等式，这些不等式构成了公理的数学基础。例如，如果存在一个不等式 0x T� ，其

表示后富指数的特定条件下的特性。为了将后富指数的公理应用于共同富裕指数，则需要

不等式转换，对于每一个不等式 0x T� 将转换为 1x T� 。换言之，根据 1 01T T= - 的关系，可

以根据后富指数的结论推导出共同富裕指数的相应结论。如果后富指数的公理证明了 0x T� ，

那么共同富裕指数的公理将证明 1x T� 。通过上述结论，可以证明后富指数的公理性标准同

样适用于共同富裕指数。具体来说，对于后富指数的任意公理 0P T（ ），如果 0P T（ ）成立，那

么 11P T-（ ）也成立。

公理①相关性（或焦点性）公理：设 ( )T y 为定义在 [ ]0,+¥ 上的函数，若 ( )T y 的一阶



《统计研究》 阮敬等：走向共同富裕（附件） 2025 年 8 月

2

和二阶导数都存在，则 ( )T YE 为满足后富公理的指数的充分必要条件是： ( )T y 为区间

[ ]0,1 上的严格单调递减函数，且满足当 1y�时， ( ) 0T y = ； ( ) /dT y dy 为单调不减函数；

( )2 2/d T y d y 为单调不增函数。相关性公理的充分性证明：

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 100 01 / 1 / 1 / 1z // z /N N
i ii i x yi izi i

T Y NT y N T N Tx x N T y= == = = =å å å åE
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因此，

( )T YE 只与后富个体有关，与W上取值大于 0z 的非后富个体无关。

公理②弱点调性公理的证明：由 1 ,1/ [( ) / ]d
j j ij jj x zij j

T N w z x z q
= <= -å å 知，对于任何 0b >

和 任 一 指 标 变 量 0jx ， 0 0 0 0 0 0[( ( )) / ] [( ) / ]j ij j j ij jz x z z x zq qb- - > - ， 在 T 关 系 式 中 ， 将

0 0 0[( ) / ]j ij jz x z q- 从替换成 0 0 0[( ( )) / ]j ij jz x z qb- - ，则指数值变大。

公理③强单调公理：由
1 ,

1 / [( ) / ]
d

j j ij j
j x zij j

T N w z x z q

= <
= -å å 知，对于任何 0b > 和任一指标

变量 jx ，当第�个后富个体指标值增加 b 时有：
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则在T 的关系式中，将 0 0 0[( ) / ]j ij jz x z q- 替换成 0 0 0[( ) / ]j ij jz x z qb- - ，指数值变小。

公理④弱转移性公理：设第 1i 个严重后富的个体在指标 j 上向第 2i 个一般后富的个体在

指标�上等价值的转移值为 /j jz we 与 /k kz we ，即原有的指标值变化成 1 /i j j jx z we- 与

2 /i k k kx z we+ ，指数T 中的和式只有两项发生了变化，用变化后指数减去变化前的指数得到:
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当 0e = 时，上式等于零，因此，只需证明其关于e的导数大于零。

事实上，其导数为

1 21 1[ ] [ ]j i j k i k

j j k k
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q qe eq q- -- -
+ - - 。

又由 1 2/ /i j j i k kx z x z< ，则导数大于零。

公理⑤强转移性公理：接公理④，先考虑临界值的情况，即： 2 /k i k k kz x z we= + ，则对

于 任 何 0h > ， 当 等 价 转 移 值 为 ( ) /j jz we h- 与 ( ) /k kz we h- ， 按 照 公 理 ④ ， 若

0 ( )f e h- = 1 2 1 2[ ] [ ] [ ] [ ] 0j i j k i k j i j k i k
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由于 0 ( )f e h- 的连续性，所以，
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对于等价值转移值为 1 /j jz we ，与 1 / /k k k kz w z we e> ，自然有
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从而有：
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公理⑥弱转移敏感性公理：设第 1i 个严重后富的个体在指标 j 上向第 2i 个严重后富个体

在指标 k 上等价值的转移值为 /j jz we ，与 /k kz we ，第 3i 个一般后富的个体在指标 j 上向第

4i 个一般后富的个体在指标�上等价值的转移值也为 /j jz we 与 /k kz we 。严重后富的群体中，

指 标 等 价 值 转 移 后 ， 指 数 形 成 的 差 为
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中，指标等价值转移后，指数形成的差为：
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只 需 证 明 1 2( ) ( ) 0f fe e- > ， 对 0e" > 成 立 。 事 实 上 ， 1 2(0) (0) 0f f- = ，
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，由于严重后富群体和一般后富的群体都是同水平转移，因此有 1 3i j i k
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公理⑦连续性公理：若� � 的一阶和二阶导数都存在，可导必连续。

公理⑧复制不变性公理：由于 ( ) ( )11 / iyi
ET Y N T y= å �

的值只与分布有关，分布不同指

数才有可能不同，指标变量分布相同时，指数值不变。

公理⑨对称性公理：由于 ( ) ( )11 / iyi
ET Y N T y= å �

的值只与分布有关，与后富个体的计

算顺序无关，不管顺序如何变化， ( )1 iyi
T yå �

只对指标值与阈值的比值不超过 1 的后富个体

值进行计算

公理⑩人口子群一致性公理：设多维指标向量 1 2( , , , )dx x x 任何两个分布 1 2( , , , )dx x x

与 1 2( , , , )dy y y ，若 ,A B Ì W且 A 与 B 互不相容，满足：

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )A d A dT x x x T y y y<  ， 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )B d B dT x x x T y y y= 

则： 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )A B d A B dT x x x T y y y<   ，
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公理⑪可分解公理：将人口集划分为若干个互不相交的子集，则指数等于这些子集上的

指数的加权和。事实上，对W的任何一个完备分划，满足：
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公理⑫贫困线上升公理：设对于第 j 个分量指数和任何的两个阈值 1jz 和 2jz ，当 1 2j jz z<

时，首先，
x c

x
-

（其中 c 为常数）是变量�的单调递增函数， 2

2

0j ij

j

z x
z
-

> 。根据 jm 的定义，

当 2ij jx z� 时 ， 1jm 与 2jm 都 为 零 ； 当 1ij jx z< 时 ， 由 于
x c

x
-

的 递 增 性 有 ，

1
1

1

[ ]j ij
j

j
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< = ；当 1 2j ij jz x z<� ， 2 2
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2

0, 0j ij
j j

j

z x
z
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= = > ，因此，对 jx 的

一切 取值 ，都 有， 1 2j jm m� ，从 而， 1 2j jm mE E� ，再 由于 1 2( ) 0j jm m< >P ，所 以，

1 2j jm m<E E ，因此，该两个阈值对应的综合指数相比，后者就会提高。

通过以上证明可知，等价值动态多维共同富裕综合（EDMCPI）指数完全符合共同公理

的条件要求。因此，该指数完全反映了共同富裕程度变化的内在规律。从以上证明不难看

出，多维共同富裕分项指数也满足共同公理，具有分指标考察多维共同富裕程度变化的功

能。因此，多维共同富裕综合指数和分项指数一起构成了区域多维共同富裕测量方法体系。

附表 1：

附表 1 各地区各维度对后富指数贡献率 （%）

年份 地区 收入 生活水平 住房 健康 教育 主观态度

2014

华北 20.6 55.37 6.15 3.87 10.37 3.64

东北 19.77 53.13 4.87 4.20 12.26 5.77

华东 20.20 48.20 4.07 3.94 18.41 5.18

中南 22.47 48.35 5.24 3.74 14.92 5.28

西南 23.28 43.90 6.68 2.90 20.64 2.60

西北 20.13 50.75 7.28 3.93 15.90 2.01

2016 华北 15.38 55.74 6.02 4.02 14.93 3.92
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东北 11.02 51.32 3.98 5.29 19.24 9.16

华东 13.94 49.07 4.22 5.63 22.11 5.03

中南 15.61 50.16 5.54 5.32 18.43 4.95

西南 16.39 47.88 6.62 3.97 22.18 2.97

西北 15.27 52.11 6.87 5.18 16.64 3.93

2018

华北 17.48 67.42 7.32 0.79 4.07 2.92

东北 11.65 72.77 5.47 0.88 4.93 4.30

华东 12.66 63.13 4.96 1.09 10.18 7.97

中南 14.47 63.25 6.25 0.99 9.10 5.94

西南 14.54 57.59 7.32 0.67 16.90 2.97

西北 12.65 62.99 6.97 1.12 13.18 3.09

2020

华北 17.66 49.58 7.01 2.70 19.48 3.56

东北 16.18 49.15 5.77 3.64 20.38 4.88

华东 16.56 48.20 6.64 3.53 20.72 4.34

中南 16.56 46.34 4.97 6.86 19.62 5.66

西南 17.13 45.78 6.69 7.90 19.63 2.88

西北 16.91 42.83 6.97 9.18 20.00 4.11


